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ANALYSE FONCTIONNELLE — Suites d’opérateurs sur
un espace € (K) de Grothendieck

Note de Thierry Coulhon, présentée par Laurent Schwartz

Remise le 21 novembre 1983

On montre que sur un espace ¢ (K) de Grothendieck, donc en particulier sur L™,
toute suite de contractions linéaires convergeant fortement vers l'identité, converge
uniformément.

FUNCTIONAL ANALYSIS — Sequences of Operators on a Grothendieck ¢'(K) Space.
It is shown that on a Grothendieck € (K) space, hence in particular on L, every se-
quence of linear contractions strongly converging to the identity, converges uniformly.

INTRODUCTION — Sur les espaces de Banach €(T) (ot T est le tore), LP pour 1 <
p < 400, on connait des semi-groupes de contractions (positives de surcroit), fortement
continus et non uniformément continus : par exemple le semi-groupe des translations. Il
n’en est rien sur L*°, et J.-B. Baillon a conjecturé que tous les semi-groupes fortement
continus de contractions sur L sont uniformément continus. Dans un travail non publié,
M. Talagrand a traité le cas de [®°. On montre ici que la conjecture est vraie pour les
espaces € (K) de Grothendieck (donc L, € (K) ou K est o-stonien ou un F-espace [1],
mais aussi d’autres espaces; construits par R. Haydon [2] et M. Talagrand [3]) : elle découle
d’un résultat beaucoup plus général, et de démonstration tres simple, sur les suites de
contractions linéaires dans de tels espaces.

RAPPEL ET NOTATIONS — Un espace de Banach X est dit de Grothendieck si toute suite
préfaiblement convergente du dual X* est aussi faiblement convergente.

Dans la suite, €' (K) désignera l’espace des fonctions numériques continues, et M (K)
I’espace des mesures de Radon, sur I’espace topologique compact K. On notera §, la mesure
de Dirac en z € K, et T* le transposé d’un opérateur T.

Théoréme. Soit K un espace compact tel que € (K) soit de Grothendieck et (Ty,), o une
suite de contractions linéaires de € (K) telle que, Vf € €(K), Ty f o f. Alors :

T, —1d| — o.

n—-+oo



Proof. Notons fi, o =T 6, — 65, pour n € Net z € K. Alors :

Vi€ C(K), Supl|uno(f)l=Sup|Tnf(x)—flx)|=ITaf—fl — 0
z€EK z€EK n—+o00

Donc, pour toute suite (x,),cy de points de K, la suite des mesures (i, ),y CONVerge
préfaiblement vers zéro dans M (K). Mais la propriété de Grothendieck nous assure qu’en
fait cette convergence est faible. L’application qui & une mesure associe sa partie discrete
étant continue, donc faiblement continue, de M (K) dans [*(K), la suite des parties discretes
des fn, 4, converge faiblement, donc fortement (car I* (K') possede la propriété de Schur) vers
z€ro.

En particulier :

ltn .z, {2n})] = 0.

n—-+oo

ttn,all = lpno({ZD] + [pn,o| (K/{z}) = |T70:({2}) = 1| + [T5,02| (K/{x})
= [Thde({z}) = 1 + | T30 ]| = TR0z ({=})];

T,, étant une contraction, | T%d.| < 1, et 'on obtient finalement :

el = 2 [pine ({2 })] -

On déduit donc de ce qui précéde que, pour toute suite (x,,)

nen de points de K, || i o, | o

—+0o0

0, c’est-a-di — 0. Or:
n—-+oo

SUp [lpm,qll = Sup Sup |Tuf(w) = f@)l = Sup [Tnf=fll =[Tn —1d
z€K feC(K) feE(K)
If1=1 111

Donc :
IT,, —Id|| —> 0.

()O

O

Remarques. — 1. 1l est facile de voir qu’on peut remplacer dans I’énoncé du théoreme,
I'hypothese “contractions”, c’est-a-dire ||T,,|| < 1Vn, par I'hypothese lim | T, | < 1.

2. Il résulte facilement du théoreme et de la remarque 1 que tout semi-groupe (T;),>
fortement continu d’opérateurs sur un espace ¢’ (K) de Grothendieck, vérifiant lim,_,o+ ||T]| <
1, est uniformément continu.

3. De méme, une suite d’opérateurs positifs sur un espace ¢ (K) de Grothendieck; con-
vergeant fortement vers l'identité, converge uniformément. En effet, la remarque 1 permet
de conclure puisque ||T,| = ||Tn 1|| i 1. Cet énoncé, que nous avons obtenu en premier

lieu, nous a été suggéré par A. Ancona et G. Mokobodzki. Il s’avere cependant que le cas
d’un espace L (u) était déja connu [4].

4. En particulier les semi-groupes fortement continus d’opérateurs positifs sur un espace
% (K) de Grothendieck sont uniformément continus, et vérifient a fortiori une majoration du
type || T¢|| £ e“!,w € R. Ceci contraste avec la situation générale, par exemple sur ¢ (T),



ou l'on sait construire des semi-groupes fortement continus d’opérateurs positifs tels que
1/tlog | T4l| — +o0o, [5].
t—0t

N.B. Cette note une fois rédigée, nous lisons dans I’exposé de Roland Derndinger, “Be-
tragshalbgruppen normstetiger Operatorhalbgruppen”, qui figure dans le compte rendu du
semestre d’été 1983 du Séminaire d’Analyse Fonctionnelle de Tiibingen, une référence a un
article a paraitre de H. P. Lotz, qui contient, semble-t-il, un résultat de méme nature que le
notre.
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