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Résumé

L'étude d'équations aux dérivées partielles (en particulier non linéaires) conduit, connais-
sant des estimations a priori de la solution, à des problèmes du type suivant : Si Un(t) → 0
dans LP0(A0) faible, dUn/dt → 0 dans LP1(A1) faible, quand peut-on a�rmer que Un

converge fortement dans un espace de fonctions à valeurs dans un espace intermédiaire entre
A0 et A1 ? Nous énonçons ici une première réponse à ce problème.

Donnons-nous deux espaces de Banach A0 et Am, A0 ⊂ Am avec une topologie plus �ne.
Nous entendrons par W = W (m)(P0, A0;Pm, Am) (1 < P0, Pm ≤ ∞) l'espace des (classes de)

fonctions t ∈ [0, T ] → u(t) telles que 1

(1) u ∈ LP0(0, T ;A0); Dmu = u(m)(t) ∈ LPm(0, T ;Am)

muni de la norme

(2) ∥u∥W = max(∥u∥LP0 (A0); ∥D
mu∥LPm (Am)).

Rappelons (voir [2]) que, pour cette norme,W est un espace de Banach dans lequel C(m)(0, T ;A0)
est dense ; l'application

u ∈ C(m)(A0) ∩W → u(j)(t)

se prolonge à W et applique ce dernier espace sur 2 (voir [2, 3])

(3) Tj = T
(m)
j (P0, 0, A0;Pm, 0, Am) = S

(
P0,

1

P0
+ j, A0;Pm,

1

Pm
+ j −m;Am

)
.

Il en résulte que Dju est une fonction continue à valeurs dans Tj , donc dans Am.
Nous nous donnons en�n un espace B avec

(4) A0 ⊂ B ⊂ Am

(les inclusions étant algébriques et topologiques) et nous posons le

1. La dérivée d'ordre m, Dmu est prise au sens des distributions.

2. L'espace de moyennes

S(P0, ξ0, A0;P1, ξ1, A1) = S(P0, P1, θ;A0, A1) avec θ =
ξ0

ξ0 − ξ1
(ξ0, ξ1 < 0)

est l'espace décrit par
∫+∞
−∞ u(t)dt lorsque

eθtu ∈ LP0 (A0) et e(θ−1)tu ∈ LP1 (A1) (1 ≤ P ≤ ∞).
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Problème 1. Supposons l'application Dj : u → Dju dé�nie et continue de W dans un espace
LP (B). Sous quelles conditions cette application est-elle compacte ?

Nous verrons que, parmi celles-ci, il faudra � élargir � LP (B), soit en � élargissant � l'espace
B, soit, si besoin est, en � élargissant � LP . Les théorèmes suivants s'appuieront essentiellement
sur le

Lemme 1. Supposons l'injection de A0 dans Am compacte. Si 0 ≤ j ≤ m− 1, l'application Dj

est compacte de W dans C(0, T ;Am).

Démonstration. Il su�t de démontrer le lemme pour j = m − 1. Fixons t dans [0, T ]. Si u
parcourt un ensemble borné H de W , Dm−1u(t) parcourt un borné de Tm−1, donc un ensemble
relativement compact de Am, puisque, l'injection de A0 dans Am étant compacte, celle de Tm−1

dans Am l'est également [3]. On remarque ensuite (par l'inégalité de Hölder) que

(5) ∥u(m−1)(t)− u(m−1)(t′)∥Am
≤ C∥u(m)∥LPm (Am)|t− t′|1−

1
Pm ,

ce qui entraîne que Dm−1u décrit une famille équicontinue de C(0, T ;Am) lorsque u ∈ H. Le
théorème d'Ascoli permet de conclure alors le lemme.

Nous en déduisons le

Théorème 1. Supposons l'application Dj dé�nie et continue de W dans LP (B), j �xé, 0 ≤ j ≤
m− 1. Si B̂ est tel que

(6) B ⊂ B̂ ⊂ Am,

l'injection de B dans B̂ étant compacte, alors Dj est une application compacte de W dans LP (B̂).

Démonstration. L'injection de B dans B̂ étant compacte, on peut associer à tout ε > 0 une
constante C(ε) telle que, si u ∈ W , on ait p. p. en t (voir [4])

(7) ∥u(j)(t)∥B̂ ≤ ε∥u(j)(t)∥B + C(ε)∥u(j)(t)∥Am
.

D'où, en prenant la norme de (7) dans Lp

∥u(j)∥LP (B̂) ≤ ε∥u(j)∥LP (B) + C(ε)∥u(j)∥LP (Am).

Le théorème est alors prouvé, en remarquant que si un est une suite faiblement convergente
de W , Djun converge faiblement dans LP (B) par hypothèse et fortement dans LP (Am) d'après
le lemme.

Nous aurons à utiliser maintenant le théorème sur les dérivées intermédiaires de [5], a�rmant
que si u ∈ W , alors Dju ∈ LPj (Cj),

0 ≤ j ≤ m− 1,
1

Pj
=

1− j
m

P0
+

j
m

Pm
; Cj = S

(
∞,

j

m
;A0, Am

)
,

en convenant que C0 = A0. Nous sommes en mesure de démontrer le

Théorème 2. Supposons toujours l'application Dj dé�nie et continue de W dans LP (B), j �xé,
0 ≤ j ≤ m− 1, avec

(8) Cj ⊂ B ⊂ Am,

l'injection de Cj dans B étant compacte. Alors :
a. Si P = Pj, l'application Dj est compacte de W dans LP (B) ;
b. Si P > Pj, l'application Dj est compacte de W dans LP−ε(B), ε > 0.
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Démonstration. Posons, par exemple, Sθ = S(q, θ; Cj , B) et rappelons [3] que si l'injection de Cj
dans B est compacte, celle de Sθ dans B l'est également si θ < 1. Si u ∈ W , on peut écrire p. p.
en t

(9) ∥u(j)(t)∥B ≤ ε∥u(j)(t)∥Sθ
+ C(ε)∥u(j)(t)∥Am ,

on remarque alors que LPj (Cj) ∩ LP (B) ⊂ LPθ (Sθ), avec

1

Pθ
=

1− θ

Pj
+

θ

P
;

on choisit, si P > Pj , θ tel que Pθ = P − ε et l'on prend alors la norme de (9) dans LPθ . La
démonstration se termine comme précédemment.

Si P = Pj , on peut poser Sθ = Cj et intégrer (9) dans LPj .

Remarque 1. Zaidmann [6] a démontré par d'autres méthodes le point b du théorème 2 pour
j = 0.

Remarque 2. Nous avons énoncé ces théorèmes dans le cadre où ils sont pratiquement utilisés
dans l'étude des équations d'évolution non linéaires. Mais il est à remarquer que ces théorèmes
se généralisent au cas où les fonctions de W dépendent de plusieurs variables.

D'autre part, ces théorèmes valent encore lorsque l'application Dj prend ses valeurs dans des
espaces fonctionnels autres que LP (B). Par exemple, les espaces de fonctions continues à valeurs
dans B, les � Banach Lattice � de Calderon [7], parmi lesquels on trouve les espaces LP avec
poids positifs, les espaces d'Orlicz, les espaces de Lorentz, etc.

Exemple 1. Prenons j = 0 pour simpli�er. On démontre que si u ∈ W , alors

u ∈ LPθ (S(q, θ;A0, Am)),

avec

0 < θ0 =
1
P0

1
P0

− 1
Pm

+m
et Pθ =

P0

1− θ
θ0

.

On déduit des théorèmes précédents que l'injection de W dans LPθ−ε(S(q, θ;A0, Am)) est com-
pacte.
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